LES TRANSFORMACIONS ADMISSIBLES LINEALS
PER AL PROBLEMA DEL REPARTIMENT

X. BERENGUER

Un cert nombre de mé&todes per a resoldre el problema del repartiment es ba-
sen en unes determinades transformacions de la matriu de distincies. A la -
nova matriu obtinguda correspon una nova funcid objectiu per a la qual in--

tenta trobar-se una solucid Sptima.

Aquest treball tracta aquestes transformacions tot i analitzant la seva va-

lidesa en un.context lineal. S'introdueix i es desenrotlla el concepte de -

"transformacié admissible lineal". Sota les idees presentades sdn estudiades
diverses transformacions aparegudes a la literatura per a resoldre el proble
ma del repartiment, tot i analitzant la seva validesa.

1. INTRODUCCIO

El problema del repartiment, en la seva for-
ma més senzilla es pot definir de la seglient
manera: cal repartir una certa mercaderia -~
des de un dipdsit (simbolitzat agqui 0) a un
conjunt de n clients. Aquest repartiment es
fa sobre uns vehicles amb capacitat limitada,
de manera que després de visitar un cert sub
conjunt dels clients la cirrega s'esgota i -
cal retornar al dipdsit. Cada client rep una
sola visita. L'objectiu del problema &€s mini
mitzar la distadncia total recorreguda pels -
vehicles.

Hi ha forga literatura dedicada a aquest pro-
blema tipicamente combinatori, conegut amb -
els noms de "probléme des tourndes", "vehi--
cle scheduling problem", "delivery problem",
etc... Alguns plantejaments més a prop de la
practica real afegeixen d'altres condicions

com exig&ncies d'horari de treball, lliura--
ment amb determinats vehicles, etc.. Tanma--
teix aquestes variants no tenen més trascen-
déncia per al que ens proposem d'estudiar --

aqui.

Sén molts els algorismes existents per a resol-
dre'll. Alguns d'ells, o bé com a base per a
tot un procediment, o b& com a regla particu
lar, procedeixen aplicant unes transforma

cions sobre la matriu de distdncies.

Considerem, per exemple, un algorisme ja cli

sic per a la resoluci6 del problema del re--
partiment, degut a Clarke & Wright /4/. -
Aquest mé&tode comencga calculant els anomenats
"estalvis" a per a cada arc:

i dio 03 i3 (1,3=0,1,2...n) «

A continuacid es classifiquen els arcs en or
dre decreixent dels seus estalvis. En base a
aguesta llista i mitjancant una sé&rie de re-
gles heuristiques, se seqgueix amb una selec-
cid progressiva dels arcs fins a obtenir una

solucid al problema.

El fet &s que gairabé totes les variants --
existents d'aquest algorisme (i n'hi han mol
tes, donada la raonable gualitat de les solu
cions obtingudes a cost baixisim) intenten -
construir unes altres llistes d'arcs, que --
s'obtenen en base a d'altres valors a l'estil
de l'estalvi. El mateix procediment de selec
cid ddéna més bons o més mals resultats, se-

gons el valor calculat per a cada arc.

Els procediments de seleccidé tendeixen a op-
timitzar el valor total de la solucib. Per -
al cas de l'estalvi, per exemple, l'algoris-
me de Clarke & Wright tendeix a maximitzar -
l'estalvi total, cosa gue es correspon per--
fectament amb 1l'objectiu del problema, que -
és de minimitzar la dista3ncia totalz. Perd -
hi pot haver valors, com ho veurem més avall,
per als quals no es doni aguesta correspon--

déncia i el que &s una solucid millor en un
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context no ho sigui quan s'avalua aquesta -
mateixa solucid amb les distancies originals,
amb la qual cosa s'estd canviant 1'objectiu

del problema.

De manera mé&s general, la transformacid de -
la matriu de distancies serd legal gquan la -
"qualitat" relativa de les solucions obtingu
da en la nova métrica sigui idéntica a la --
"qualitat" relativa de les solucions avalua-
des amb la matriu de distancies original. --
D'aquesta manera el que &s Optim en una mé--

trica també ho serd en l'altra.

Aquest treball estudia la validesa de les —--
transformacions aplicades sobre la matriu de
distdncies en el problema del repartiment, -
de mahera que amb les noves matrius d'avalua
cid la cateqoritzacid de les solucions resti

inalterada.

2. APLICACID ADMISSIBLE, TRANSFORMACIO ADMIS
SIBLE I MATRIU ADMISSIBLE

Sigui un cert problema del repartiment (PR)
amb una matriu de dist@ncies o costos. Repre
sentarem una solucid particular mitjangant -

una matriu quadrada S d'ordre n+l

0 1 2 . n
de 0 | x
1 X
2 X
n X

amb elements si,e{O,l} segons si un arc ij -
€s inclds (1) o no (0) en la solucid i diago
nal nul.la.

Sigui m el nombre de cicles o “pétals“3 de -
les solucions4. Donades les condicions del -

PR es compleix que:

]
n
It

I s
4]
I
3

Per a: j=1,2,...,n

[ el

n
s,, = ¥ s,. =1
i=o % i=0 *J
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£s obvi que l'objectiu del problema &s:

MIN] = s, d,

. i ij
i, J J

sota unes condicions que aqui no cal trac--

tar.

Sigui S el conjunt de totes les solucions -
possibles del problema. L'aplicacid F "cal-
cul del cost total"” S % R, defineix una re-

lacid d'ordre total de S en R
.. 28, S, €S
si es compleix:

F(S,) > F(5,) 2 F(5,) > ... > F(S,)

Es evident que S, serd una solucid Jptima,
si és que es tracta de minimitzar el cost -
total.

Una aplicacid 1, § 3 R s'anomenard admissi-
ble si indueix la mateixa relacid d'ordre -
total en S, o bé& si indueix la mateixa rela
cid d'ordre total perd en sentit oposat. Es
a dir: v €s admissible si i nom&s si

T(s,) 2 (8, 2 ...

v

2 T(S,) o bé

T(8)) < T(S2)

A
.

. < T(Sy)

En el primer cas es dird que T &s una apli-
caci6 admissible de sentit directe, i en el

segon, de sentit invers.

Es facil de demostrar que la condicid neces
sdria i suficient perqué una aplicaci6 T si

gui admissible &s que:

O bé
T(8,)-T(S;) 20 ¥S,,5,€S si SiZSj
o b&

<0

T(8,)=7(8.) ¥S.,S.€S si S 2§,
1 J 1 J + ]

Definim, ara, les seglients operacions:

- Operacid m (producte element a element) -
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entre dues matrius d'igual ordre:
C=AgrB amb c..=a,, * b, .

- Operacid T (suma de tots els elements d'u-

na matriu)

T'(B) =B amb B =5 % b,
i3

Observeu que l'aplicacid "Calcul del cost to

tal"™ d'una solucid &s justament: T (SmD).

Considerem, ara, les aplicacions admissibles
per les quals el valor induit en R, per a ca

da solucid, es pot expressar en la forma:
ris = t(D))

Llavors direm que a l'aplicacid se 1li asso--
cia una matriu t (D), gue anomenarem matriu -
admissible. L'operacid t que permet obtenir
aquesta matriu a partir de D es dird trans—-
formacié admissible.

Per exemple, per a l'aplicacid admissible --
per excel.l&ncia, el "calcul del cost total",
la matriu admissible associada &s D, i la --
transformacid admissible associada &s la --

identitat.

Es senzill de demostrar que si es compleix:

'is = t(b)) = & - T(S & D) + o ¥SeS (1)
§,0ER

llavors t és una transformacid admissible.
De les transformacions admissibles que com--

pleixen 1l'expressid (1) en direm transforma-

cions admissibles lineals (TAL), a les quals

corresponen unes matrius admissibles lineals
(MAL) .

El concepte de sentit directe/invers és fi--
cilment traslladable a les TAL: es dedueix -
immediatament a partir del coeficilent §. si

§>0 el sentit és directe; si §<0 el sentit -

és invers.

3. L'ESPAT VECTORIAL DE LES MATRIUS ADMISSI-
BLES LINEALS

Sigui el conjunt M de totes les MAL &'un PR
amb solucions S. Es a dir, si:
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F(SlaD) 2
llavors:
M= (M T (s, @M >r (s mMh) > 2 (s,eMT) )y

U {M_IF(SlxM_)gf(S2xM_)§...5F(S*&M_)}
M+: MAL de sentit directe
M : MAL de sentit invers

Si considerem la suma (i resta) d'aquestes
matrius en sentit tradicional, és facil de
demostrar que "la suma de dues MAL &s una -
altra MAL",

També, 1'operacid homotécia:
AER M'=\M amb m!.=Am, . MEM
produeix la MAL M'.

D'acord amb les propietats d'aguestes opera
cions es té que (M,+) &s un espai vectorial
en R i amb 1l'homot&cia com a llei de compo-
sicid externa. Es tracta d'un subespai de -
l'espai vectorial de les matrius d'ordre --
(n+1) (n+1) i diagonal nul.la, associat a les

operacions suma i homoté&cia.

A continuacid calcularem la dimensid 4d'agquest

espal vectorial.

Teorema: La caracteristica del sistema:

r{seM) = & - T(SmD) + o §,a€R
SES
és <n{n-1) MeM

La demostracid es trobard a 1'Apé&ndix 1.

Teorema: La dimensi& de l'espai vectorial M
€s >2n+2.

Efectivament, la dimensid p de M serd preci-
sament el nombre de graus de llibertat del

sistema:

r(seM) = § - I'(SmD) + o, per tant
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essent ¢ la caracteristica del sistema. Se-
gons el teorema previ c<n(n-1) amb el gual

s'en dedueix p>2n+2, com voliem demostrar.

Si el nombre de solucions (Card(S)) del pro
blema s >n(n-1), llavors la dimensid de M
&s 2n+2. Perd si el nombre de solucions &s
<n(n-1), llavors la dimensid creix a mesura
que aquest nlimero de solucions s'empetiteix.
En el limit, per a un problema d'una sola -
solucid resulta, ben ldgicament, cque gualse
vol matriu €s admissible.

Corol.la;i: Si D &8s simétrica, la dimensid
de M &s >(n{(n+1)/2)+2-n(n-1) o sia >n+2.

Base de M

Definim les matrius (d'ordre (n+1) (n+l)) Qi,
QE, QO de la seglient manera:
Per Q€ER, i,3=0,1,2...n

F ) = i =
Qk d'elements wij—O per i#k, wkj Q
C g _ . _
Qk d'elements wij—O per j#k, wik—Q

' = i j . = =
Q d'elements wij 0 per i#0, j#0; wOj Y. Q

Es facil de veure que sén MAL

F = c = <
F(SEQk) F(SEQk) Q k#£0

T(SEQO) 2mQ

Com a base de l'espai vectorial ( prendrem -

el seglient conjunt de MAL:

F C
D,QO,Qf,Qf,Qg,Qg, ...... 0,0

Q arbitrari per a cada matriu.

A 1'apéndix 2 es demostra que es tracta de -

matrius linealment independents.

Tota MAL és expressable com a combinacid 1i
neal de la base. Si MeM

_ FoF FoF,,CnC
M = R DR Qo +K Q+. e e +KQ +K Q7
llavors:

r(saM) = KDF (SED)+KOF (SEQO)+. .ot

+ kT (sa0®) = K_r(sSaD)+K (2)
n n D
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i aixi hem retrobat 1l'expressid lineal (1)
de les MAL. Per a ajustar-nos exactament a

ella, fixarem els valors:

e
I

1/2m per a QO;
Q2 =1 per a la resta de matrius.

La base &s, doncs:

Per exemple, per a n=3 heus aci la base a -

considerar:
["x do1 do2 dos T x 1/2m 1/2m 1/2m x 000
dip x di12 dis 1/2m  x 0 0 1 x11
dag d21 x dz3 1/2m O be 0 00x0
[dso d31 dz2 x L_1/2m 0 0 X 000 x
Fx 1 0 0] x 0 o 0] x 0 1 0
0 x 0 0 0 X 0 0 0 X 1 0
0 1 b4 0 1 1 b'4 1 0 X 0
o 1 x{ 0 0o o x [0 0o 1 x
™= o o 0] x o o 1]
0 X 0 0 0 X 0 1
0 0 X 6} 0 X 1
Ll 1 1 x| _O 0 0 %]
AixT que, per a tota MEM:
T(SwM) = 6F(Sﬂm+KOF(SB(l/2m)O)+
F F c c
+ K T (Sl )+...+K T (Sml}) (3)

Per tant, en l'expressié lineal (1) tenim -

que:

- El1 coeficient § &s la component de la MAL

respecte a la matriu basica D.

- El coeficient o €s la suma:

de les components de la MAL respecte a --
Q

les matrius basiques (l/2m)o,11;,l§,..,ln

Si D s simétrica aquesta base es pot sim--
o]
k
mant la matriu Qk d'elements wij=0 per i#k,

plificar combinant les matrius Qi, Q i for

j#k, wkj=Q, wik=ﬂ, i,j=0,1,2,...,n.
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La base normalitzada per a aquest cas serd,

doncs:

En definitiva per a caracteritzar una MAL --
n'hi haurd@ prou amb indicar les components -

respecte a la base. Per exemple, la matriu D
Es:

[1 0 0 ...... 0]
Ara ja podem parlar prdpiament de transforma
cid admissible lineal t: &s una transforma--

cid lineal que opera sobre el vector

[K, Ky Ki ... KS]" =€ [1 0 0 ...0]" (4)

Com gue la matriu de t ve caracteritzada per

la seva primera columna, que &s

i valors arbitraris en els elements restants,
representarem tota TAL mitjangant aquest vec
tor.

4. LES TRANSFORMACIONS ADMISSIBLES LINEALS -
EN LA PRACTICA ALGORISMICA

Amb el que hem vist fins aquf &s possible --
d'interpretar algunes TAL aparegudes a la 1li
teratura en resoldre problemes del reparti--
ment o de similars. Tanmateix abans presenta
rem unes transformacions "basiques", que ens

ajudaran a interpretar les altres.

TAL basiques: Vo-Khac en /9/ es refereix a -
unes "TAL basiques":

- homoté&cia ): La seva representacid serad

[ 0 0 ...... 0]
- translacid: consistent a afegir una cons--
tant 6 a la fila i columna de D per un --

punt i (i=0,1,2,...,n). La seva representa
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cid és
si 1=0

M 0..0000..0] si i#0
També es pot parlar d'altres TAL basiques -
interessants: la translaci6-fila i la trans

lacid-columna.

- Translacibé-fila: consistent a afegir una
constant 6 a la fila de D per un punt i -

(i=0,1,2,...,n). La seva representacid é&s

] S -8 8 ioa_
A {] si i=0

10 ....000...0] si 170
- Translaci6-columna: consistent a afegir -
una constant 6 a la columna de D per un -

punt i (i=0,1,2...n). La seva representa-

cid és:

6 -8 6 -8 8 -6 o .
Em97777--77] st 1=0
[i0 ... 0080 ... (0] si i#0

2 continuacid plantejarem d'altres valors -

avareguts a la literatura.

Reduccib de la matriu de costos

Nuan m=1, o si es vol, quan la capacitat --
dels vehicles es il.limitada, es té el cone
gut problema del viatjant de comerg¢. Doncs

bé, per a resoldre el problema del viatjant
de comerg Little et al. /6/ plantegen un mé
tode Branch & Bound. A la fase d'acotacid -
aquest métode inclou un procediment dit "re

duccid" de la matriu de distdncies o costos.

£s senzill d'advertir que es tracta d'una--
TAL.

Si es g, = min 4, . per a cada fila i, la re
i i ij -

J
duccid per i=0 es la TAL

i la reduccid per i=1,2...n es la TAL
0 ¢ 0 ...0-g 0 ...0
[ 9, ]

AixT que la reduccid de D per files es la -
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TAL

g, =9 9]
_ _ g 400 70 | .70
g -g
0 0
._gn+___.
2 2

Un cop aplicada M s'obté una nova matriu D'.
Sigui

h, = min 4! _,
. 1
1

per a cada columna j.

Analogament s'aplica una altra reduccid, que
és la TAL

En definitiva, la regla de reduccid en 1l'al-
gorisme de Little et al. &s la TAL M+N, o --

sia:

{ h ) h

! o, %] o _%
1 {-g.-h -g-—+— |~h+—-—| ...
[ k 0 o 1, 2J v, 5

Estalvi

Per a resoldre el problema del repartiment,
Clarke & Wright /4/ defineixen 1'"estalvi",

ja vist a l'apartat 1.

Es tracta de la TAL

El 0 d1o d01 dzo do2 dno dOn:]

Per a problemes simétrics que és el cas ti--
pic en qué s'aplica l'algorisme de Clarke &
Wright, és la TAL

1 o0 2a;,, 24, ... 24 ]
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També es pot interpretar com a suma de n --

translacions ZdOi i una homotécia (-n-1).

Alguns autors parlen d'"estalvi generalit--

zat"

[} = _
aij doi + dOj kdOj

(k constant)
per a problemes simétrics. Es la TAL

[~k 0 2d,, 2d4,, ... 24,

I

Transformacid n de Gaskell

Per a resoldre el PR, Gaskell /5/ assaja el

valor =

Es tracta d'una suma d'estalvi i homoté&cia
-1 donant la TAL:

[}2 0 2do1 2do2 . Zdon]

Transformacid ) de Gaskell

Pel mateix cas, Gaskell /5/ defineix el va-
lor X

Aij =a (@ + \dOi—doj| - dij)
amb
n
.Z dOi
a - i=1
n

No es pot dir, en aquest cas, que es tracti
d'una TAL ja gue el producte de dues MAL no
ddna necessdriament una altra MAL. Es més,
ni tan sols es pot parlar de transformacid
admissible d'una altra mena. Un exemple nu-

méric ho il.lustrari:

Sigui un PR amb m=2 i

0 1 2
13
D =24 2
3{]5 8 2

La matriu transformada segons ) &s
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110
210 15
3]0 0 12

Heus aci les tres solucions possibles amb --
les corresponents distincies totals Ds i va-

lors totals XS

S,: 0-1-3-0/0~2-0 D, =24, x_ =0
1 Sq Sq
S 0-1-2-0/0-3-0 D, =19, =
S2 52
0-2-3-0/0-1-0 D, . = =12

=18
S ! XSB
La jerarquia d'aquestes solucions segons D -

S, » S, > S3 (S3 es la millor)

1 (6 51 ] 52 es la millor)

Aixi doncs, ) no es una transformacid admis-
sible car introdueix canvis en la jerarquia

de les solucions.

Afinitat ponderada

Vo-Khac /9/ proposa el valor "afinitat ponde
rada gij

gij = Y(l)+y(3)+m(d01+d0j)_(n+m'2)dij

si 1i,3#0

= y(i)-(n~-2)4a

“0i 01
amb
y(i) = ¢ d,

K£0 ik

k#i

Es tracta de la TAL resultant de la suma de
n translacions (2y(i)+2md0i) per i=1,2...n
i una homoté&cia (-n-m+2), o sigui

[-(n+m-2) 0 2(y(1)+md01) N 2(m(n)+mdoni]

Transformacid § del paquet ICL

En un programa desenvolupat per ICL (Vehicle
Scheduling Program Mark I, II, IIT, citat --

NCC /7/) es proposa la transformacid

wij = Wij(dOi+dOj)-dij m: transformacid
de Gaskell
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Com en el cas de la transformacid ) de Gas-

kell, no es tracta d'una TAL, ja que

no es necessariament una TAL.

Fins aqui, en aquest apartat, hem vist di--
versos exemples de transformacions de la ma
triu de distancies, algunes de les quals no
sén TAL i, pver tant, s'han de rebutjar a --
l'hora de l'aplicacid priactica. Tanmateix -
la practica de resolucié de problemes con--
crets, en els quals es tenen unes determiné
des restriccions, s'esdevé que els resultats

amaguen la idea de la admissibilitat.

Vegeu per exemple la taula 1 en la gual es

presenten les solucions obtingudes en resol
dre 13 PR mitjangant diverses transforma-
cions i emprant sempre el mateix procedi-

ment de seleccid.

La transformacid A de Gaskell, que ja hem -
vist gque no era admissible, déna la millor

solucidn (821) per al problema 10. Aquest -
resultat no ha de sorprendre, ja que el pro
cediment de seleccid de 1'algorisme aplicat
i les restriccions del problema juguen el -
seu paper, que en aquest cas és molt favora
ble a la transformacidé A. Tanmateix, en la

generalitat dels casos no s'han d'esperar -
circumstdncies felices5 i cal rebutjar aques
ta transformacid que encara ara es va arros

segant en tota la literatura especifica.

En definitiva, a l'hora de dissenyar una --
transformacid de la matriu de distd3ncies cal
tenir en compte els conceptes presentats --
aqul, que permeten garantir la validesa ted

rica de la transformaci®.

D'altra banda, si l'algorisme emprat conti-
nua manipulant la nova matriu de costos, se
rd meolt interessant de transformar també --
tots els parametres del problema a fi de --
ague el procés es faci més eficient des d'un

punt de vista informatic.

Com a exemple d'aquestes transformacions --
presentarem aqui les fetes per a dos parame

tres tipics en un PR el cost per parada --

(cost addicional degut a la descidrrega del

vehicle) i la distdncia mixima del recorre-

gut (distdncia 1lfmit que pot recdrrer cada

vehicle entre anada i tornada al/del dipd--

127



Taula 1.
Distdncia total de les solucions obtingudes segons -
diverses transformacions i mitjang¢ant un procediment

de seleccid "miltiple"

Problema ne Estalvi
nimero punts a, .
pun i
1 6 119
2 8 132
3 10 122
4 11 591
5 12 290
6 21 598
7 22 956
8 29 964
9 30 1427
10 32 841
11 50 583
12 75 907
13 100 883

sit central):

Considerem un cicle o "pé&tal" com un subcon-
junt P de clients. Es pot considerar, aixf --
alllat, com a solucid d'un PR amb un nombre -
de clients Cp=Card(P) i m=l p&tals a cons-
truir. Sigui S una solucid a aquest problema
i M una certa MAL. Sigui B el cost per para-
da 1 L la distancia ma&xima de recorregut. Es

complird, doncs

r(se&b) + g = C_ < L o sigul
r'{(seD) < L - B « C

Si M &s de sentit directe, llavors

r{saM) - a < 8§(L - B « C ),

o sigui
p

r(SmM) + 8§ = g -« C <8 « L +a

Si M és de sentit invers, resulta

T(SeM) + & = B » C >8& « L + a

Aguestes fltimes inequacions permeten assimi
lar B i L a la MAL aplicada M. En efecte, si
g i LM sén els parametres "transformats", -

M
es té

BM = 88 i LM = 8L + a
Si M é&s de sentit directe T(SEM)+BMCP ha de

ser SLM i si M s de sentit invers T (SeM) +
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(de Berenguer /1/).

Gaskell Gaskell Afinitat
xij Wij ponderada
-—- -—- 119
- - 109
-—- --- 122
-—= -== 605
- -—- 290
602 518 598
988 1015 995
979 943 956

1434 1500 1557
821 850 869
-— - 556
-—= -—- 893
- -—- 889

+BMCp ha de ser 3LM.

5. CONCLUSIONS

En aquest treball s'han presentat les bases
tedriques que permeten dissenyar transforma
cions admissibles lineals de la matriu de -

distancies per a problemes del repartiment.

Es pot resumir el resultat obtingut de la -
manera seglient: Per a un problema del repar
timent les UGnigues transformacions admissi-
bles lineals de la seva matriu de distdancies
D sén aquelles que s'obtenen afegint les --
constants ei i 65 a la fila i i a la colum-
na j, respectivament, de la matriu AD (i,]=

0,1,2,...,n; X constant).

Sota aquest punt de vista s'han analitzat -
diverses transformacions aparegudes a la 1i
teratura, dissenyades especificament per re
soldre problemes del repartiment i se n'han

trobat algunes d'incorrectes.

També s'han tractat algunes gliestions prdc-

tigques per a aquest tipus d'algorismes.

L'autor considera que altres transformacions
gque es puguin dissenyar per a aquest tipus

de problemes s'haurien d'estudiar tedrica--
ment amb els conceptes presentats agqui, --
abans que sotmetre-les a estudis purament -

practics com s'ha vingut fent fins ara a la
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majoria dels cassos.

Finalment es remarca que els conceptes pre--
sentats aqui sén traslladables gairabé direc
tament a l'anomenat "problema del viatjant -
miltiple de comerg" del gual el problema del
repartiment no n'és més que un problema par-

ticular (vegis aquest enfocament a /2/).
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7. APENDIX 1
Teorema

La caracteristica del sistema

T(SaM) = &§ - T(S®D) + o §,0€R
SES
es <n(n-1). MEM

Demostracid:

La matriu del corresponent sistema homogeni
amb incdgnites mij (i,j=0,1,2...n), a i 3,
té w files, on w=Card(S) i n{(n+l)+2 colum--
nes (veure fig. 1).

Els elements d'aquesta matriu valen 0 o bé&
1.

Cadascuna de les files t& n(n+l) elements =~
que sbn precisament els elements d'una solu
cid S, més 2 elements addicionals que corres

ponen a les columnes de les incdgnites o i
8.

El primer grup de n(n+l) elements el simbo-
litzarem stj on k indica fila (k=1,2...w) i
el parell ij indica columna (i,3j=0,1,2...n).
Els altres dos elements quedaran simbolit--
zats per s® i sk

p o 8§

Eliminarem ara, columnes dependents.

- Els elements de la columna o sén combina-

cid lineal dels elements stj

-1 n
s = -1 = — z s*.
o n-m i,j=1 *J
ja que a cada solucid hi han n-m arcs no
adjacents al dipdsit.

- Els elements de la columna § sén combina-

cid lineal dels elements S?j

129



ja que cada element d'aquesta columna és
la distancia real de cada solucid, amb --

signe canviat.

- Els elements de les columnes nbj(j=1,2..m

s6n també combinacid lineal dels si‘

1 n n
sg_ = — z s,, - I stc g=1l,2...n
9 p-m i,j=1 1 i=1 1

ja que a cada solucid s'arriba a un cert --
punt g només un cop i si no s'hi ha arri-
bat mitjangant arcs no adjacents al dipd-
sit (dels qguals n'hi ha n-m) és que s'hi

ha arribat des del dipdsit.

- Andlogament per als elements de les colum

nes mjO (j=1,2...n)
1 n n
skO = — T s?. - Z sk. a=1,2...n
4 n-m i,j=1 7 3=1 I

ja que per a tota solucid es surt d'un --

punt g només un cop i si no se n'ha sortit
mitjangant arcs no adjacents al dipdsit é&s
que se n'ha sortit dirigint-se cap al dipd
sit.

AixI doncs, a l'hora de calcular la caracte-
ristica del sistema només ens queden les co-
lumnes corresponents als arcs adjacents al -
dipdsit (fig. 2.).

Veurem tot seguit que la caracteristica d'a-
questa matriu reduida &s n{n-1), sempre que
w>n(n-1).

Donada la relacid:

arcs no adjacents al dipdsit

es tracta de provar que ha d'ésser utj=0, -

i,3=1,2...n i k=1,2...w.
Demostrem-ho per a una certa solucid k.

En la mesura en gue la dependéncia dels ~-
arcs adjacents al dipSsit ja ha sigut demos
trada, hem d'afrontar el cas més desfavora-
ble, que correspon a m=1 i una solucid és -
un recorregut hamiltonid entre els n clients
Sigui aquesta solucid la seqii@ncia de -—-
clients i1 12 SN in_1 in. Prenem també les
solucions formades per les seves permuta-

cions circulars:

2 3 n 1
i, 1, ... i, i,
i34, el i, 1,4

Sumant aquestes eguacions resulta

incdgnites m12...m13...m1n...m21...m2n..

arcs adj. al dipdsit
1 r

.m m.,...m .. .m o §

n,n-1 01 On” 107" ""nod

files

n(n+l)+2 columnes

Fig. 1.
Matriu del sistema.
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AixI mateix, restant les altres equacions -
s'obté& finalment

El métode seguit serveix per a qualsevol so-
Lz . ! k

lucid; aixf que queda provat que pij=0 per a

k=1,2...w i i,3=1,2...n.

D'agquesta manera queda demostrat que la ca--
racteristica del sistema &s n(n-1), sempre -
que Card(S) >n(n-1). Si Card(S) <n{n-1), la
caracteristica del sistema ser3d llavors 1dai

cament Card(S).

8. APENDIX 2

Teorema

Les matrius D, QO, QT, Qf, ey Qi, QE s6n -
linealment independents.

Demostracid

Donada la relacid

TDD+TUQO+TTQT+...+TEQE =0 (5)

hem de demostrar gue tots els coeficients

han d'ésser nuls.

Vegem, en primer lloc, gue TDZO.

m eI IR

12 1n

Consideri's un cert element 0i. Li correspon

la relacid

It
(@]

< (6)
de .+ TOQ + TiQ

01

Ara considerem un altre element 0j, al qual

correspon

c
+ + 10
TDdOj TOQ Tj

]
o
~J

Restant amdles equacions (6) i (7) tenim:

Per a un element ki tindrem:

F Ch
Tdei oot T O = 0 (9)
Per a un element kj tindrem:
TdA+T£Q+T§Q=O (10)

D kj

Restant aguestes dues dltimes equacions (9)
i (10) tenim:

T (d -d_ ) + 15 -1=0 (11)

Restant ara les equacions (8) i (11) obte--

nim:

Com que els elements de D sén arbitraris, -

haura d'ésser TD=0.
Prenent ara un element kO:
o+ =0 (12)

i un element ki:

w files

- nin-1)

Fig.

columnes ———m8 ———

2.

Matriw reduida del sistema
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e S =0 (13)

Restant aquestes dues fltimes equacions --
(12) i (13) tenim:

». -1, =0 (14)

i juntament amb la equacié de l'element 0i
s'obté t1,.=0 aixi com TQ=TF=0.

0 i 'k
Com gue el métode és valid per a tot k,i=1,2,

;++.,n gqueda demostrat que ha de ser:

T. =T, =1, = ... = 1. =20 (15)

9. NOTES

1Per a un extens estudi del problema es pot
veure Berenguer /1/. Dos "surveys" interes
sants i de facil lectura sén el de Christo
fides /3/ i el de Turner et al. /8/.

2Si A, es l'estalvi total d'una solucid S i
D_. la seva dist&ncia total, &s facil de --

S
veure gue es compleix

Essent el segon membre constant, la minimit
zacid de DS es correspdn amb la maximitza--

cid de AS i viceversa.

3En general la ruta total que es genera en -
un PR té& un aspecte "florejat" i &s doncs -
il.lustratiu dir-ne "pé&tals" als recorre--
guts parcials d'anada i tornada al/del dipd
sit.
4A la practica el cdlcul de m sol ésser una
incdgnita del PR. Fins i tot la seva mini--
mitzacid pot &sser l'objectiu del problema.
Es tractaria en aquest cas d'una variant al
PR que hem plantejat aqui, donat que la mi-
nimitzacidé de distancia total no es corres-
pon necessariament amb un m minim. Tanma--
teix el fet que aqui es fixi el valor de m
només &s limitatiu quant al fet que es con-
templen les solucions d'igual m, sigui quin

sigui 1l'objectiu final del problema.

QUESTIIO - v.2, n°2 (juny 197§)

5En un estudi estadistic en qué s'analitza -

el comportament practic de diverses trans--
formacions, Webb /10/ ja assenyala gue la -
transformacidé X no &s gens bona des d'un --

punt de vista practic.
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